ALGEBRES DE FROBENIUS - VIRASORO 
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1 Introduction 

Considerons un couple g =([,(,)), ou [ est une algebre de Lie sur un anneau 
commutatif de base k fixe et 

(,) : I X [ — >k 

est une forme fc-bilineaire symetrique [-invariante (on pourrait appeler un tel 
couple une algebre de Lie Frobenius). On supposera desormais que k contient 
Q. On salt associer a g une algebre vertex Vg, le module "vacuum" sur I'algebre 
de Kac-Moody g correspondante, [K]. 

Celle-ci est une fc-algebre vertex Z>o-graduee, Vg = (Bn>o Vg^n avec Vg^o = 
A: • 1, 1 designant le vecteur vacuum, Vg^i = I, la structure d'un fc-module sur 
Vg,i est induite par I'operation : Vg^o x — > I'operation 

(0) : Vg^l X Vg^l > Vg,l 

coincide avec le crochet de Lie sur [ et I'operation 

(1) : Vg^l X Vg^l > Fg,0 

coincide avec I'accouplement (, ). 

Alors Vg est caracterisee par la propriete universelle suivante : un morphisme 
de Vg dans une algebre vertex V quelconque est la meme chose qu'un morphisme 
de fc-modules (p '■ t — > V tel que 

et 

En effet, une algebre de Lie Frobenius g est un exemple simple d'une algebroi'de 
vertex, et I'algebre vertex Vg est son algebre enveloppante, [GMS]. 

Maintenant partons d'une algebre commutative de Frobenius (par la suite, on 
ecrira plus simplement algebre de Frobenius). Rappelons que c'est une fc-algebre 
commutative associative unitaire F, d'unite e, munie d'une forme fc-bilineaire 
symetrique 

(,) : Fx F — >k 
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telle que, pour tout x, y, z appartenant a F, on ait 

{xy,z) = {x,yz), 

Nous appelerons le nombre 

c := (e, e) 

la charge de F. 

Exemple. Etant donnc c <E k, I'algebrc de Frobenius kc coincide avec k 
comme une algebre commutative, et {x, y) = xyc. 

Dans cette note on associe, de fagon fonctorielle, a une algebre commutative 
de Frobenius F une algebre vertex Z>o-graduee Vp- Pour F = kc, Vp est I'al- 
gebre vertex de Virasoro de charge centrale c (le module "vacuum" sur I'algebre 
de Lie de Virasoro), [K]. Plus generalement, pour F arbitraire, I'unite e G F 
donnc lieu a un vecteur de Virasoro dans Vp. On pourrait appeler les algebres 
Vp algebres de Frobenius - Virasoro. 

En effet, on definit, par une methode similaire a celle de [GMS], une no- 
tion d'une algebroide de Virasoro, dont I'algebre de Frobenius est un cas tres 
particulier. Nos algebres Vp seront les algebres enveloppantes de ces algebroi'des. 



2 Algebres vertex du type Virasoro 

On commence par regarder I'exemple de I'algebre vertex de Virasoro. Cette 
algebre vertex Z>o-graduee V = ViVc (tous les objets consideres vivront au- 
dessus dc k) est par definition engendree par un vecteur L appartenant a V2 qui 
verifie I'OPE suivante : 

\c ^ 2L{w) , dL{w) 



L{z)L{w) ~ , ^ + , ' ' + 



[z — tuY [z — wY {z — w) 
(un nombre c S fc etant fixe). Ceci est equivalent a : 
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L(2)L = 0; 
1/(1)1/ = 2L; 
L(Q)L = dL. 

A partir de la, on en deduit que 

Vo = k.l; 

Vi=0; 
V2 = k.L; 
V3 = k.dL. 

On veut maintenant generaliser cet exemple en considerant les algebres ver- 
tex qui possedent une structure analogue a celle de I'algebre de Virasoro. Soit 
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A un fc-module ; on regards done plus en details les algebres vertex du type 
suivant : 

A = Vo 

d 



d 
d 

V3 ^ dV2 

d 



Done Vl =Q et d induit un isomorphisme de V2 sur V3 . Une telle algebre vertex 
sera appelee une algebre vertex du type Virasoro. 

Soit V une telle algebre vertex. Par la suite, et sauf indications contraires, 
on designera les elements de A par les lettres a, b, c et les elements de V2 par les 
lettrcs X, y ct z. De plus, on abrcgcra la notation de I'operation en eerivant 
juste xy a la place de pour tout x, y dans V. 

3 Premieres remarques 

L'operation lorsqu'elle est restreinte a A, devient associative et com- 
mutative car 0(„)6 = pour tout n > ; ce qui implique que le module A est 
muni d'unc structure dc A'-algcbrc unitaire (d'unitc 1). 

Par ailleurs, le fait que Vi = permet d'affirmer la trivialite de toutes les 
operations de la forme pour tout y gV et tout n ^ — 1. En effet, on a : 

a(n)y = -^^yY(Sa)(n+i)2/ = car da G Vi. 

Si on s'interesse maintenant a Taction de A sur V2, c'est-a-dire a l'operation 
Vo X V2 ^— ^ V2, on s'apergoit que : 

{ab)x = a6a; + 6(_2)a(o)a; + a(_2)6(o)a; + 6(_3)a(i)a; + a(_3)6(i)a; + 
= abx d'apres la remarque precedente, 

et 

xa = ax — 9(a(o).T) + y (a^j.r) + 

= ax toujours d'apres la meme remarque. 

Enfin, on salt que 1.x = x pour tout x £¥2- Ces trois equations nous permettent 
done d'afHrmer que I'operation induit une structure de ^-module bilatere 
sur V2. Par ailleurs, le meme raisonnement s' applique si on romplace V2 par V3 ; 
le fc-module V3 possede done lui aussi une structure de ^-module bilatere. 
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Pour terminer ces remarques, il faut voir que raffirmation V3 ~ dV2 n'est pas 
absurdo : on ofTct, a priori, rapplication d n'ost pas A-linoairo, mais soulement 
A;-lineaire ; done il serait plus natural de penser qu'on peut seulement avoir 
Vs ~ AdVi. Pour autant, comme Vi = 0, on a dA = et comma I'application d 
ast una derivation, on paut ecrira : 

d{ax) = d{a)x + ad{x) = adx. 

Done, dans ee eas particulier, d est j4-lineaire. On peut done bien supposer que 

4 Structure de V2 

On veut maintcnant rcgardcr plus preeisement les operations prcscntcs sur V2 
et quelles relations ees operations verifient. Les operations qui nous interessent 
vont done 6tra las suivantas : 

- 1^2 X ^2 ^ ; 

- V2 X V2 V3 - — > V2, eette seeonde operation sera notee ; 

- V2 X- V2 Vq, cette derniere operation sara notee (., .). 

Remarque. A priori, il y a una quatriema operation a considerar : Paction da V2 
sur Vq. Mais en regardant de plus pres eette application, on s'apergoit qu'elle 
est triviale. En effet : 

X(i)a = a(i)a; = 0, 
d'apres una das ramarquas initialas. 

4.1 (1) : V2XV2^V2 



X(i)y = y{i)X-d(iH2)x)+—{y(:i)x) 

= y{i)X, 

{x(i)y)(i)Z = a;(i)j/(i)Z + ?;(2)a;(o)Z-a;(o)y(2)Z-2/(i)a;(i)2 
= X(i)y{i)Z-y(i)X(i)Z + y(2)X(i^)Z 

or y(2)X{o)Z = -{x(Q)z)(2)y = -d{d-'^{x^o)z))(2)y = 2{x^o)Z)^i)y, done 

{x{i)y){i)Z = a;(i)2/(i)2; - y(i)X^i)Z + 2{x^^^^z)(^i^y. 

L'operation (i) est done commutative, mais non associative. 

(aa;)(i)y = a(x(i)y) + .X(o)a(o)y + a(_2).^;(2)?y + a;(-i)a(i)y + a(-3)2;(3)y = a{x(i)y). 
L'operation (1) posseda done an plus la propriete d'etre A-bilineaire. 
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4.2 (0) : V2XV2^V^^V2 

^(6)2/ = ^"^(2^(0)^) 

= d~^{-y{f))X + d{y(^i)x)) 

Cette operation n'est done pas commutative, mais on deduit de I'equation prece- 
dents que la partie symetrique de est \f^iy 
A-bilinearite : 

(aa;)(o)y = ((aa;)(o)y) 

= {a{x(o)y) + x{a(o)y) + a^_2){x(i)y) + X(_2){a(^i)z) + a(_3)(x(2)2/)) 

= (a(a;(o)2/)) d'apres la section 3 

= ad~^ {a{x(Q)y)) car I'application est j4-lineaire 

= axf^^y. 

L'operation est done A-lineaire par rapport a la premiere variable. Pour prou- 
vcr la lincarito par rapport a la sccondc variable, on utilise I'equation preccdente 
et la A-bilinearite de l'operation (i). Ici encore, on a bien la A-bilinearite de 
l'operation etudiee. 

Relation d"'associativite" : 

(^(6)y)(6)^ = ^"^(^"^(a;(0)2/)(0)2:) 

= -^"^(a;(o)2/(i)^-2/(i)a;(o)^) 
= -Xf^^y(i)Z + d-^{yi^i)XiQ)z) 

= -a;(5)y(i)^; + a-^((a;(o)2;)(i)2; - d{{x(^o)z){2)y)) 

= -x^o)yW^ + 9~\-{x^^^z)(o)y) - (a;(o)2;)(2)y 

= -x^o)ywz - {x^of)(^o)y + 2(^(6)^)(i)y- 

4.3 (.,.): V2xV2^Vo 

{x, y) = X(3)y = y(s)X - d{yf^i)x) H = y(3)X = {y, x), 

{ax,y) = (a(_i)a;)(3)y = a(-i)a;(3)y-|-a;(2)a(o)y+a;(i)a(i)y = a(_i)a;(3)y = a{x,y). 
Ce crochet est done bilineaire symetrique. 
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5 Relations entre les operations 

On recherche maintenant les relations qu'il pent y avoir entre les differentes 
operations sur V2. 

(2^(5) 2/) (1)2; = ^{x(i)y)(2)z 
1 

= (■^•(o)^)(i)y- 

Maintenant, si on regarde I'equation d"'associativite" de I'operation (1), en 
prenant les difTerentes permutations circulaires en x, y et z et en sommant les 
trois equations obtenues, on trouve : 

2Cyclea;,y,z{x(^i)y^Q-^z) = Cydea;,y,z{x(^i)y(^i)z). 

Par ailleurs, 

(2^(6)2/'^) = (^(6)2^)(3)^ 

= -\{x{o)y{i)z-y(4)x^o)z) 

= -lix{o)z)(i)y 
= {x^o)Z,y), 



{x(i)y,z) = (a;(i)y)(3)Z 

= a;(i)2/(3)Z + y(4)X(^o)Z - X(^o)y(i)Z - yi3)X(i)Z 

= y{i)X{Q)Z - {y,X(^i)z) 

= -{x{o)z)(4)y - {y,x(^i)z) 

= A{x^j^^z,y)-{y,x^^i)z). 

Maintenant, si on prcnd les differentes permutations circulaires en a;, y et 2; 
de I'equation precedente et en les sommant, on trouve : 

Cyclex,y,z{x{i)y,z) = 2Cyclea:,y,z{x^Q^y,z). 



6 Relation avec les algebres de Frobenius 

Dans les sections precedentes, nous avons done mis en avant une structure 
particuliere sur ¥2- Appelons une algehroide de Virasoro un couple {A — Vb, V2), 
ou A est une fc-algebre commutative, V2 est un A-module muni des trois opera- 
tions suivantes : 
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V2 qui doit 6tre symetrique ^-bilineaire ; 

V2 qui doit juste etre A-bilineaire ; 

-> Vb qui doit etre A-bilineaire symetrique. 



Par ailleurs, ces operations doivent verifier les six egalites suivantes : 



{x{i)y){i)Z = a;(i)y(i)^; - y(i)X(^i)Z + 2{x^^-^z)(^i)y (1) 

a;(o)2/ = -y^of + (2) 

(^(6)2')(6)^ = -^(6)2'(i)^ - (^(6)^)(6)y + 2(a;(6)^)(i)y (3) 

(^(6)y)(i)^ = (^(6)^)(i)y (4) 

(a=(6)2/'^> = (a;(o)^,y> (5) 

(a;(i)y, 2;) = 4:{x^^^z, y) - {y, X(^i^z) (6) 

On dira aussi que V2 est une algebroi'de de Virasoro sur A. 



Les considerations des sections precedentes fournissent le foncteur 
t : (Algebres du type Virasoro) — > (Algcbroi'des de Virasoro), 

t{V) = iVo.V2) 

Ce foncteur admet un adjoint a gauche U, dit I'algebre enveloppante. 

Si ^ = {A, V2) est une algebroi'de de Virasoro, alors on construit UA en deux 
etapes. D'abord, on definit a partir de A une algebre vertex de Lie^ Z>o-graduee 
(cf. [GMS], Definition 10.1) 

LA = A®V2(SdV2(S d^V2 © . . . 

Ici d^V2 est une copie de V2 ; on introduit les operations („), n > 0, sur LA de 
fagon evidente. 

Ensuite, on definit UA comme le quotient de I'enveloppe vertex de LA (cf. 
op. cit., 10 (a)) par I'ideal vertex engendre par les elements a(_i)a; — ax, a G 
A,x eAuV2. 

Done, on aura 

{UA)o = A, {UA)i = 0, {UA)2 = V2, 

{UA)3 = dV2, {UA)4 = e S^V2, 
etc. 



On veut maintenant voir qu'il est possible de considerer les algebres de Frobe- 
nius comme des cas particuliers des algebroides de Virasoro. 

Soit F une algebre de Frobenius sur k. On definit alors les trois operations 
(1), (6) et (3) 



comme suit : 



x{i)y 
a; (0)2/ 
et a;(3)t/ 



2xy, 

xy, 

{x,y)- 



^la terminologie de Frenkel - Ben-Zvi ; dans [K] un tel objet est appelfe une algebre conforme 
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II reste alors a s'assurer que ces operations verifient bien toutes les proprietes 
requises par la dofinition d'uno algobroTdo (1c Virasoro. Mais comptc tcnu dc 
I'associativite et de la commutativite du produit dans la definition de I'algebre 
de Frobenius, toutes ces verifications sont immediates. Done F devient une 
algebroi'de de Virasoro sur A; ; on la designe par Vir{F). L'algebre vertex en- 
veloppante UVir{F) sera notee Vp- 

Explicitement, Vp est determinee par la propriete universelle suivante : pour 
une algebre vertex V sur k quelconque, un morphisme d'algebres vertex Vp — > 
V est la meme chose qu'un morphisme de fc-modules (j) : F — > V satisfaisant 
les conditions suivantes : 

<t>{x)(o)(t){y) = d4>{xy) 
^(a;)(3)0(y) = {x,y) ■ Iv 

R61e de I'element unite On va montrer maintenant que I'unite de I'algebre 
de Frobenius initiale joue un r6le particuHer dans notre nouvelle structure : en 
effet, elle pent etre vue comme un vecteur de Virasoro dans Vp- 
On commence par rappeler la definition d'un tel vecteur : 

Definition. Un vecteur de Virasoro de charge c € k dans une algebre vertex 
'L>o-graduee V est un element L G V2 tel que 

ho) = d (7) 

L(2)L = 0; (9) 
L(3)i=|l. (10) 

Proposition. L'element unite e de I'algebre de Frobenius F est un vecteur de 
Virasoro dans V = Vp. 

Demonstration. Equation 7 Si a est un element de Vq, alors e(o)a G Vi done 
comme Vi est nul, e(o)a = et par consequent, e(o) coincide avec d sur Vq. 
Si X GV2, alors 

6(0)3; = 99"^ (6(0) a;) 

= d{e.x) 
= dx. 

Dans ce cas, I'appHcation e(o) coincide encore avec d. 

Enfin, si a; € V3, alors on pent trouver un element y dans V2 tel que x = dy ; 
on a alors 

6(0) a; = 6(0)^2/ 

= 5(e(o)2/) - 96(0)2/ 
= d{dy) + 0.6(_i)y 
= dx. 
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Encore une fois, I'egalite recherchee est verifiee. 

On a done bicn e^o) = d. 

Equation 8 Soit a un element de Vb ; on sait que e(i)a = a(i)e et une des 
remarques initiales nous permet alors d'afErmer que e^i^a = 0. La condition 
recherchee est done bicn vcriflcc pour Vq. 

Soit X £ V2. Par construction, on a e(i)a; = 2e.x = 2x et done e.(^i)\v2 = ^/d. 

Soit X G V3. II existe y € V2 tel que dy = x. D'ou : 

6(1)2; = e(i)(9y 

= 5(6(1)2/) - i9e(i)2/ 

= d{2y) + 6(0)1/ 

= 2ay + % 

= 3dy. 

Au final, on a bien e(i)\Vj = jid. 

Equation 9 Cette condition est trivialement verifiee car 6(2)6 est un element 
de Vi. □ 
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